SUITES NUMERIQUES 


PROF : ATMANI NAJIB 
Exercices d’application et de réflexions avec solutions 


2BAC BIOF 


Exercices avec solutions 
Sur LES SUITES NUMERIQUES 


Exercicel :Soit la suite récurrente (u, )... définie 
_ Su, +3 


U = 
+1 
r u, +3 


par : VneN 


u =1 
Et Soit la suite récurrente (v, )„„„ définie par : 


u, —3 
V, = Yn c N 
u +1 


n 


1)montrer que 0<u, <3 


) Yn eN 
2) 
) 


a)Etudier la monotonie de la suite (u, a 


b) que peut-on déduire pour la suite (u, ), y ? 


3) montrer que la suite (v, j est géométrique 
et déterminer sa raison et son premier terme 

4) déterminer v, en fonction de n et en déduire u, 
en fonction de n 

5) déterminer limv, et limu, 


Solution : 1)a)montrons que : O<u, VneN 
Pour n=0 on a w =12Z0 donc la proposition vraie 
pour n=0 

Supposons : 0< u, 

Montrons que : O<u,,, ? 


Su, + 


3 
—"—— donc u 
u, +3 


> 0 


n+l — 


Ona:0<u, etu, = 


Donc: O0<u, VneN 


b)montrons que : u, S3 YneN 

Pour n=0 on a u, =1<3 donc la proposition vraie 
pour n=0 

Supposons : u, <3 

Montrons que : u,,, <3 ? 
S Su, +3 _ 3(u,+3)-(5u, +3) _ 2, +6 —2(u, -3) 
E u, +3 u +3 u, +3 u +3 


> 0 


n+l — 


3-1 


Ona:u,<3et0<u, donc 3—u 


Donc : u,,, <3 
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Donc : 0<u, <3 VneN 


2) a)Etude de la monotonie de la suite (u, ). ? 


eN 
2 
PE PL _ Su, +3-u, (u, +3) _-u, +2u, +3 
Le u,+3 u, +3 u, +3 


Ona:0<u, donc O0 <u, +3 


Le signe de u,.,-u, est celui de : -u,° +2u, +3 


A=4+12-16>0 donc: x, = et ss. 


n+l 


Donc : -u +2u, +3=-(u, —3)(u, +1) 
Ona: u, 20 donc u,+120 
Etona:u,<3donc:u,-3<0 


-(u, -3)(u, +1) " 
u +3 


n 


Donc : u,- U, = 


Donc : (u, ),.,, est croissante 
b) la suite (u, ) est croissante et puisque (u, ) 


majorée par 3 alors :(u,) est convergente. 


Soit : limu, =} on a donc : 0<1<3 


Su, +3 Su,+3-3(u,+3) 2u,-6 
3) ; LT M4 | u, +3 _ u,+3 _2u,-6 
S atl Su, +3 5u, +3+(u, +3) 6u,+6 6u,+6 

u, +3 u, +3 u, +3 


. _2(u,-3) 1u,-3. 1, 
"l 6(u,+1) 3u,+1 3” 


Donc la suite (v, | est géométrique de raison : 
1-3 
1+1 


ug —3 
u, +1 


L- get son premier terme : v, 
4)puisque : (v, DE est géométrique de raison : 


= q et son premier terme :v, =—1 alors : 


sat] 


w | — 


Etona: 
u, —3 

v, = © v, (u, +1)=u, -3 © vu, +v,-u, =-3 
u, +1 


|= 


5) lim, et limu, ? 


limv, =1im-(2 =0 car -1< -<1 
G) : 
limu, = lim = =3 car ee 
(£) 1+0 3 
1+| — 
3 
t 


Exercice? :Soit la suite récurrente (u, ).. définie 


Et Soit la suite récurrente (v, )„„„ définie par : 


1 
V,=— VneN 
u 


n 


1)calculer : u, et v, 


2) montrer que (v, )„ „~ est une suite arithmétique 


neN 
et déterminer sa raison et son premier terme 

3) déterminer v „en fonction de n et en déduire u, 
en fonction de n 

4) déterminer lim v, et limu, 


Solution : 
1 1 1 1 
1) u= == et n=] 
l+2u, 1+2 3 up 1 
2) 


1 1 1+2u, 1 1+2u,-1_ 
u u u u 


n+l n n n n 


Donc : la suite (v, ieg est arithmétique de raison : 


2=r 


r = 2 et son premier terme : v, =1 
3) puisque : (v, Lx est arithmétique de raison : 
r = 2 et son premier terme : v = 1 alors : 


V, 5V tr donc: v,=1+2n VneN 


l 
Etona: vy, 7. v,=1+2n donc : u, = —— 
u 1+2n 


n 


4) limy, = lim1+2n = +% 
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limu, = lim : =0 
1+2n 


Exercice3 :soit (u, ) 
u, =0 
définie par : vneN 
p U, =u, +2 g 


1- Calculer les 3 premiers termes. 


la suite récurrente 
neN 


2- Montrer par récurrence que: vneN :0<u, 
3- Montrer par récurrence que : VneN : U, <2 
Solution :1)on a u, = Ju, +2 

Pour n=0 on a: u, = Ju, +2 donc u, = V2 

Pour n=1 on a: u, = Ju, +2 donc u, = V2 +2 
Pour n=2 on a: u, = Ju, +2 donc 


u, = 4/2 +2 +2 


2) Montrons par récurrence que : 
O<u, 


tétapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 


VneN 


u, =0 donc 0 < u. 


Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes : d’'hérédité ou Hypothèse de récurrence 


Supposons que: 0< u, 


3étapes : Montrons alors que : 0 £u,,, ?? 


Orona: u, =4/u, +220 


donc: vneN :0<u, 
3) Montrons par récurrence que : VneN 
He? 


tétapes : l’initialisation :Pour n=0 nous avons 
u =0 donc t <2. 


Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes : d'hérédité ou Hypothèse de récurrence 


Supposons que: u, <2 

3étapes : Montrons alors que : u,,, < 27? 
ona:u,<2 donc u,+2<4= „u, +2<4V4 
>u, £2 


donc : vneN :0<u, Par suite : yneN 0<u, <2 


On dit que la suite (u, ) est majorée par 0 


neN 


IN 


car U, <2 VneN 


On dit que la suite (u 


car O<u, VneN 


On dit que la suite (u 


VneN :0<u,<2 
Exercice4 :soit (v, ) 
vV, = /n+1-/n Vne 


1)Montrer que (v,) 


n>l 


nèl 


A A est minorée par 0 
i le est bornée car : 
la suite définie par : 


N* 


est minorée par 0 


2)Montrer que (v,).. est majorée par g 


3)Que peut-on déduire ? 
Solution :1)Montrons que : YneN* O<v, ?? 


AE EN RD P conjugué) 
P (Vati) (nan n+l-n 1 


= 20 
n+l1+y4n n+1 lea n+1 JAEL 


Donc :0<v, VneN' 


Donc :(v,)... est minorée par 0 


2)Montrons que : v, 


<17 Van 


1 1 1 2-( n+1+4n) 


v = = 
D. 2  Jn+l+Ēẹ4a 2 


n+1+Vn 


Ona:n>1 etn+1>2 donc Vn 21 et /n+1>4V2 
Donc : Vn+1+/n>1+V2 donc 


(ta Vi) < 1-92 


donc 2-( n+1+n)<1-V2 et puisque : 1-42 <0 


Donc v, 5 <0 Yn e N° 


Donc v, <2 Vn e N° 


Donc la suite (v,). 


3)Donc la suite (v, Je 


Vn e N° :0<v, <> 


1 
est majorée par 2 


est bornée car : 


Exercice5 :Soit la suite récurrente (u,).., définie 
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par : u LS VneN 

j 3—sin Vn 
Montrer que (u, ) „est bornée 
Solutions :Soit neN ona: 
—I<cosn<1 vneN et-1<sin/n <1 
donc :1<2+cosn <3et -1<-—sin/n <1 
donc :1<2+cosn<3et 2<3-sinyn <4 


donc :1<2+cosn<3et yz 


d Sj 2+cosn 
onc ns: er ne <% 
cad : ys u, < 3⁄ donc : (u, Jan est bornée 


3— = <# 


Exercice6 :Soit la suite récurrente (u, ).., définie 


par: u, =(-1) sinyn vneN 
Montrer que (w,)... est bornée 


Solutions :Soit ne N ona: 


= (1) sin Va] [21 sin = in Va 


n 


donc : (u, ) „est bornée 


Exercice7 :soit (u, ) la suite récurrente 
neN 


es u =] 
définie par : VneN 
U =4lu, +2 
Montrer par récurrence que u, Su, VnenN 


Solutions :1étapes :on a u, = Ju, +2 = V2 


Pour n=0 nous avons 4, = 1 donc uy < u4. 
Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes :Supposons que: u, < u, 

3étapes : Montrons alors que : u,,, SU, ?? 


ona:u,<u,,, donc u,+2<u,,, +2 


donc : u, +2 <u, +2 donc u,., <u,., 
Par suite :: vneN :u,<u 


On dit que la suite (u De est croissante 


Exerciceg :soit (u,) la suite définie par : 


neN* 


3 


Yn e N° 


k=1 


Etudier la monotonie de la suite (u, ) 


neN* 
Solutions : 
n+l 2% n 2% n Jk D n 2k 
u-u, =}, — -9 — = — + -5 — 
aik ak ak n+l mk 
Piir 
U, —U, = =0 Donc:u,<u,, VneN' 
n+1 


donc la suite (u, ) est strictement croissante 
neN 


Exerciceg :soit (u,) la suite définie par : 


neN* 
A 1l 

u, = Yn e N° 
er 


Etudier la monotonie de la suite (u, ). 


N 
n+l 1 n 1 
Solutions :4,,, -u, = = 
i 2 n+1+k 2 n+k 
n+l 1 n+2 


Etona: Ù > — on pose k'=k+1 
n+ 


min+l+k 


Et puisque k’ est un variable on peut l'appeler k' 
n+l 1 n+2 1 n+2 1 


D ILE Ent 3 
Donc : 


ES Le E, 


Lask Anak mol mIa nel 


mn+k 


>0 VneN' 


“m 2 {n+1)Q2n+1) 


n+l 


-0 VneN 


n+l TU, = 


n+l 


donc la suite (u, june est strictement croissante 
Exercice 10:soit (u), la suite récurrente 


_ 8(u, 1) 
u,+2 VneN 


définie par : 4 "™ 
u =3 

1) Montrer que (u, Je est minorée par 2 

2) Montrer que (u, ),„„ est majorée par 4 

3)Etudier la monotonie de la suite (u, ) oy 

Solutions :1) Montrons que 2<u, vVneNffff 

{étapes : n=0 on a : 2<u,car 2<3 
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Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes : Hypothèse de récurrence : 


Supposons que: 2<u, 


3étapes : Montrons alors que : 2 < u, ?? 


E _8(u,-1) _8(u,-1)-2{(u,+2) 6u, -12 
os u, +2 u, +2 j u, +2 
6(u,-2) 


-2= et puisque on a : 2 <u, 


n+l 


u, +2 
Donc : u, —2 20 et u,+2>0 
Donc : u,„„ 7220 


donc 2<u, VneN 


2) Montrons que u, <4  VneNf£f® 


1étapes : n=0 on a : Up S 4car 3<4 
Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes : Hypothèse de récurrence : 
Supposons que: u, < 4 


Sétapes : Montrons alors que : u,,, < 47? 


n+l 


8(u -1) 4(u,+2)-8(u,-1) —4u, +16 


4- eut ua) AE) et puisque on a : 
" u,+2 u,+2 
u, <4 


Donc : 4-u, 20 et u,+2>0 


Donc u„„ <4 parsuite u, <4vneN 
3) _8(u,-1) 8(u,-1)-u,(u,+2) -u, +6u, -8 


n+l n 


u+2 u, +2 u, +2 
On va factoriser -u,*+6u, -8 : A=36-32-4>0 
ne = t n= E4 donc : 
-u +6u,-8= (u 2)(u, 4) 
Donc : 1, -u, = 24) 


Orona:u,22etu,<4 


„ -26720-40 donc la suite 


Donc : Un n 3 
u,+ 


(u,) est strictement croissante 
neN 


LA 


Exercice11 :Un jeune homme se préparait à 
l'examen du baccalauréat ; son père, pour 
l'encourager, lui demanda ce qu'il désirait en 
récompense 

Mon examen devant avoir lieu le 20 juin, répond- 
t-il, donne-moi seulement 1 centime le 1° juin, 2 
centimes le lendemain, 4 centimes le 
surlendemain, en doublant chaque jour jusqu'au 
20 inclusivement. Et donne mois la somme. 
J'emploierai cet argent pour faire un voyage 
pendant les vacances. 

Le père pensa qu'avec cette somme son fils n'irait 
pas loin ; mais au bout de quelques jours, il 
commença à s'apercevoir de son erreur. 

Avec quelle somme le fils va-t-il pouvoir partir en 
vacances ? 

Solution :Les nombres de centimes à payer 
chaque jour sont les termes d'une suite 
géométrique de 20 termes dont le premier est : 
u, =1l etet la raison q =2 


u, =2 (La somme à donner le 2 iem jour) …. 
u» =... (La Somme à donner le 20° jour) 


Donciu =uxg IX 227 


u =2""=2" =524288 Centimes 

La somme totale à payer serait : 

= DA 

Sn =U, HU, HU, + HU = U, — — 
20 1 2 3 20 1 1- 2 
Sy = 2° —1=10485.75 

centimes s,, = Imillion 500dh Joli voyage ! 

Exercice12 : calculer en fonction de n la somme 

suivante : 


kani] k 1 1 2 1 n-1 
en $) 1da) +4(s) 

Ds 2 Die NG 2 
Solutions :1)on pose : u, () 
On a : (u, ). une suite géométrique de raison 


1 . lu 1 . 
q=-Car: E ONCE 


2 U, 
1 n 
) 
k=n-1 k n 
s, = l 1 2e 211 ! 
to \2 1- $ 2 
2 
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Exercice13 :soit (u, ) la suite définie par : 


neN 


u Los. —u,) 


n+2 — 
a VneN 
4 
u = 2;u, = 9 
et on considère la suite (v,).. définie par : 
1 
v,=u,-— VneN 
3" 
1 
1) Montrer que u, = 9" + qe VneN 


2) a)Montrer que (v, )..,est une suite 


géométrique dont en déterminera la raison et le 
premier terme 


b) écrire v, et 4,en fonction den 
k=n 

c) calculer la somme : $, = D = Ug +U +... +U, 
k=0 

Solution :1)montrons par récurrence que 


1 
= —u 


Uny 9 VneN 


n + gma 
tétapes : n=0 Feu + Pre 
! 9° SU 9 9 9 


Donc la proposition est vraie pour n=0 


2 


2étapes :Supposons que: u,., = u, + pe 


3étapes : Montrons alors que : 


1 2 


i 27 


Un2 = 9 n+l + 343 de 


1 2 
On a: upa =U, +z dONC u, -o(a À) 
9 3” 3 


eton a: u, = (2 —u,) 


1 2 
U,,,2 = 27 fra, = 9 fn T Z) 


1 2 1 
Un+2 = EF + 2) donc Un 0” 


2 


n+l + gira 


1 2 


Par suite :: vneN 


1 2 1 1 1 
Donc : v , =-u 


101 


Donc (v, je est une suite géométrique de raison 


q =} et de premier terme v, =1 


2) b)écrire v, et u, en fonction de n 


Ona (v, en est une suite géométrique de raison 


1 : 
4. et de premier terme v, =1 


Donc : v, =w xq" v, D VneN 


Puisque : u, =v, + donc u, D (2) 


k=n 
U, =U, +U +... +U, ?? 


1 n 
u, =v, +w, avec w, = (2) 


on a (v, ) axet (w, )„ sont deux suites 


7 aai ; 1 1 
géométriques de raison q = à et q'= au 


k=n k=n k=n 
donc 5, = Du: = yy, +5 w 
k=0 k=0 


k=0 


s5 U, =V 
k=0 T= t 
3 
= 21 ay aay 
pue) 6 
Ko 8 89/7 2\2 
Exercice14 :soit (u, Ea 
U, 
Un = 
u, +2 VneN 
u, € |-1;0[ 


1) Montrer que -1<u, <0 VneN 


n+l n+l 
l l l n+l 
à +w, DLE Iž : o 1-| - 
D ed te 


la suite définie par : 


2) Montrer que (u, ),..,est une suite strictement 


croissante 
3) Montrer que u, 2 fn VneN 
u, +2 
Et en déduire que : u, > —" - VneN 


Ni) 
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Solution : 1) montrons par récurrence que 
—1<u, <0 VneN 


{étapes : n=0 ona:-1<u,<0 
Donc la proposition est vraie pour n=0 
2étapes :Supposons que: -1 <u, <0 


3étapes : Montrons alors que : -1 < u„„ <0 7? 
Ona: -1<u, <0 donc :1<xu,+2<2 


1 1 
donei Lee ea doner ea 
í NE) Ju, +2 


<1 


—U, 


et puisque : 0 <-u, <1 alors : 0 < <1 
u, +2 

donc : -1< —=— <0 donc —1<u,, <0 
Ju, +2 

d'où : -1<u, <0 VneN 

2) Montrons que (u, )„„„est une suite 

strictement croissante 

nt Un — fe TU, — ss (1- u, +2) 

u,+2 62 

et puisque : 1-,/u, +2 <0 et Un 3 <0 

u + 


alors : u„„—u, >=0 donc (u, e est une suite 


strictement croissante 


VneN 


3) Montrons que u, 2 —= 


Soit neN ona: u, >u car (u,),., croissante 


Donc : 4/2 +u, >/2+u, cad FT l 


2 2+ uo 


, u u 
et puisque : u, <0 alors : L> 
J2+u,  J2+u, 


u 
Donc : u > r VneN 


n+l — 
2+u, 


3)Soit neN ona:0+>u,,, > fy 
2 + uy 


En donnant à n des valeurs on trouve : 


—U 
O<-u, < 2 


z J2 +u 


1O 


Le produit des inégalités donne : 
-u 


( u +2) 


0 <-u, < 


Uo 


— VneN 
4 +2) 


Donc : u, > 


1) Montrer que (v, ).,, est une suite géométrique 


2) écrire 4, en fonction de n 
Solution : 


Vu F {1-2 donc Va 7 3v, 


n 


Donc (v, ) ex 


q=3 et de premier terme v, =-3 


est une suite géométrique de raison 


2) écrire u, en fonction de n 


On a (v, ha 


q =3 et de premier terme v, = -3 


est une suite géométrique de raison 


Donc : v, =m xq" &v, =-3x3" =-3"" Yn e N 


; 2 2 2 
Puisque : v, =1-— donc u, =— donc u, = —— 
u, lv, 1+3" 


Exercice15 : Utiliser les Opération sur les limites 
des suites pour calculer les limites suivantes : 


1) mie e ea 2) im(-3 +) 14 Z 
n—+00 3n 3n n n—+0 n Jn 
3) lim n? -n 4) lim Vn-2n 
n—+0 n—+0 
2 
5) lim 4n? -2n-5 6} im ET 
nr ne 3n°+5 


7) lim Vn? -3n+2-n 


+0 


Solutions : 
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1) lim re 


n—>+0 E 3n n 
Car : 


1=0-0+0-1=-1 


5 
à et iei et lim — =0 


n>+0 [3n n>+0 3n n—+0 n 


2) lim | fn) 3+0)(1+0)=(-3)(1)=-3 


Car : 


mtel et AEE 


n> n n>+2 \]n 


: 2 à 
3) lim n°-n directement on trouve une 


n—+0 


forme indéterminée (0-00) 


lim n? -n= lim n(n- 1)= +00 
n—>+00 n—>+00 


Car : limn=+ et limn—-1=-+ et 


n—+0 n—+00 


+00 X +00 = +00 


4) lim Vn -2n directement on trouve une forme 


n—+00 


indéterminée 


lim Vn — 2n= lim Vn (1- 2n)=-0 


n—>+00 n—>+00 


Car : lim Vn =+% et lim (1-27 )= et 


«+5 
n n 


lim z =0 et 
n>+2 n 


(+000) 


+00 X —00 = —00 


5) lim 4n? -2n-5= lim n° 


n—+0 n—>+0 


ES, et 


n>+2 n 


Et puisque : 


lim n°? = +% 


n—>+00 


Alors : lim 4n? -2n—5 = +0 
n—+00 
6) 
2 3 7 3 7 
… A4n?-3n-7 w(a-3-3) (air), 
ns 3 2 5 n—+0 5 = limi 5 3 
GR (+2) (+5) 
n 
Abe 3 5 
Car : lim->=0 et lim =7=0 et lim —=0 
n>+0 n n+ y” n>+0 y? 
7) 
(ve CG a 
lim vn? —3n+2 -n= lim 
n—+ n—+0 (ve -3n+2+n) 
n n -3n+2-n° n° —3n +2 
= lim = lim — 
n—>+0 In? —3n+2+n n—> +0 
(1-245) 


IN 


n(-3+2) 342 


n n 3 


= lim ~= lim -~ = 
n—=>+0 n—+00 3 2 
x (0-24) (1-35) 
n n n n 


Exercice16 : calculer les limites suivantes : 
1) lim 4n? 5n? +3n—1 2) lim 6n -2n +7n-9 


n—+00 n—+00 


f — . 6n -9 2 
3) lim 7e 4) lim 7 NE tl 
ne 3n +5 n> 3n+1 ">o 14n —5n+9 
6) lim H 
n> n° +3n—4 
Solutions : 


1) lim 4n? — 5n? +3n—1= lim 4n° = +00 


n—+00 n—>+00 


2) lim 6n° —2n° +7n—9 = lim—2n° =-00 


n—> +0 n—> +0 


OR EEE E, 
n>+2 Zn +5 n+ 3n 3 
2 2, 
— : 2 . 
4) lim Tee = lim on = lim He = lim 2x n = +00 
n—+0 3n +1 n—+00 3n n+ 3n n—+0 
2 2 
o rm e ph PNR hs 
mtol4n —-5n+9 »n>]4n »>]4nxnxn "+2n 
2 2. 
1 
CR a ae e a 


n >+0 n° 3n—-4 n>n 


Exercice 17 : calculer les limites suivantes : 
1) lim Vn+2-v4n 2) lim Vn?+n+1-n 
3) lim 4n +2n°-n+4 


n—+0 


n>+o NXNXNXNXN 


Solutions : 1) 


Jn+2-yn)(Jn+2+vn 
RE foin n+ n)( n+2+ n) 2 -0 
n+% hs [Vn+2+ Jn) ie ( vn+ 2+ Jn) 
2) | | (en+i-n]( di ntt+n) 
PO Tnt) 
1 
-lim n+l -lim n+l - lim pe = 
[Nm +n) 7 fus} n40 [ikja 
n nR non 


3) lim </n° +2n° -n+4= lim n° = 3/40 = +0 
n—+0 X—+00 


Exercice 18 : Soit (v, ),.. une suites tel que : 


VneN 


v, =2(-1) tr +2 
4 5 
1)montrer que : v, 2 AÉ Vn eN 
2)en déduire : lim v, 
n—+00 


Solutions :1) on a : (-1)}' >-1 Yn eN 
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n 


Donc : 2(-1 


nr 


>-2 donc 2(-1)' +n 


Donc: v,>-n° VneN 


w| p 


2 


2)ona:v,2-n VneNet lim né = +00 


w| p 


Donc : lim V, 5+0 d'après : Théorème 4 
Exercice19 : Soit (v, ) „une suites tel que : 


v,=3n+5sinn VneN 


calculer : lim v, 
n—>+00 
Solutions :ona:sinn>-1 VneN 
Donc : 5sinn > —5 donc v, 2 3n-5 
ona: v, 23n-5 VneN et lim3n-5= +0 
Donc : lim v, =+%0 d'après : Théorème 4 
n—>+00 
Exercice 20 : Soit (v ) une suites tel que : 
n /neN 
v,=—4n+3cosn VneN 
calculer : lim v, 
n—>+00 


Solutions : on a : cosn<1 VneN 
Donc : 3cosn <3 donc v, <—4n+3 


oOna:v,<-4n+3 VneN et lim-4n+3=- 
Donc: lim v, =—0 d’après : Théorème 5 
n—>+00 


Exercice 21 : soit (x,) la suite définie par : 


sinn 
u, =3+— 
n 


Yn e N° 


calculer : lim u, 


n—>+0 


f sinn 
Solutions : on a : u, =3+ — 
n 
sinn sin n 
donc : u, -3 = —~ donc: |u, -3]=|— 
n n 


donc : |u, -3| gE car : (sinn|<1 
n 


: 1 : 
et puisque : lim— =0 alors : lim u, =3 
n n—+00 
: . sinn 
Exercice 22 : calculer : lim 


n— +0 n 


Solutions :ona:-1<snn<l YVneN 


100 


Donc : =l<Snn ll Yn eN 
n n n 
-l . 1 . sinn 
Or on a : im—=lim—=0 donc: lim = 0 
n n n—> +0 n 


la suite récurrente 


n24 


Exercice 23 : soit (»,) 


ne 5v, 
définie par : à "# n+1 
v, = 10 


montrer que La suite (v, l est convergente. 


Sv, 4-n 
= Le 7 
n+1 


Solutions : 1) V, -V, = +, 
n+1 


Et puisque v, > 0 :Yn > 4 (vérifier le par 
récurrence) 
Alors : v,,.—v, S0 Vn>4Donc: ((v, De est 


décroissante 
Et puisque : v, 0 Vn>4 alors (v), est 


minorée par O Conclusion : (v,).., est 


convergente 
Exercice 24 : calculer les limites suivantes : 


__ cosn 3n —2sin — 
1) li lim n 
n> np +2 n—+00 1 
An +sin — 
n 
; .  COSA 
Solutions : 1) lim —— ?? 
n—+0 n+2 


ona:-1<cosn<1l VneN 


Donc : =! <s” 1 VneN' 
n+2 n+2 n+2 


= lim =0 donc : 


n+2 n+2 


Or on a : lim- 


cosn 


lim 
n=+0 n +2 


= 0 


Se 
n 


. 1 
3n—2sin — 
n POSONS : u, = 


. . ] 
An+sin — An+sin — 
n n 


2) lim 


n—+00 


a 
sın — 
donc : lu, -3-1 —— n | (a vérifier) 


4n + sin — 
n 


etona:-1<snn<i YneN donc: 


PE T ES IE, Yn e N° 
n 
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1 1 1 


Donc : < = 
4n+l Ansin 47! 
n 
| . 1 i 
et puisque sin —| <1 et L__|. 1 YneN 
n An+sin il 47! 
n +sSin — 
sin — 
Donc : n_|<_ l Donc 3 mn 
an+sin| 71 (4-1) 
n 
: i 11 
et puisque : lim =0 alors ; 
(4n-1) 
TEE 
. n 3 
Mo o 
i An +sin — $ 
n 


Exercice 25 : Soit (v, ) une suites tel que : 


_ 4 
Vu FV, tAn 


n 


VneN et v,=1I 
montrer que : lim y, =+% 
n—>+00 
Solutions :ona:v,,-v,=n">0 VneN 
Donc : (v, ba est croissante 
Montrons que (v, JAR est non majorée ? 


Supposons que (v, he est majorée 


Donc : (v, ) „converge vers un /eR 


Donc : lim v, =/ et on a aussi lim v,,, =l 


n—+0 n—+00 


Donc : limv,,-v,=0orona:v,,-v,=n" 


n—>+0 


Donc : limv,,-v,=lim ní =+% absurde(+0=0) 
n>+ 


n+l 
00 n—+0n 


donc (v,),.,estnon majorée et croissante 
donc : Jim v, = +00 

Exercice 26 : Soit la suite (u, ) définie par : 
u=1etu,, = f (u,) où f(x)=x"+x+1 

1. Monter que la suite (u, }est croissante 

2. Montrer que la suite (u, }est non majorée 
(Par absurde). 

3. En déduire la limite de la suite (u, ) 


Exercice 27 : Soit (v, ) une suites tel que : 


h -n+l 
v, = ZABAR VneN 
3n° +4 


1O 


Calculer lim v, 


n—>+00 


Solutions : on pose : u, = 


2n’ —-n+1 
3n° +4 


Donc : v, = f{u,) avec: f(x)=4x 


2n — 


On a: lim u, = lim 


n—>+%0 n—=>+0 3n? +4 n—+0 3n 


Et f est continue en 5 


n—+00 


Donc : lim v, = s) = 


Exercice 28 : calculer les limites suivantes : 


1) lim aa (ZH) 


n>+0 3n+4 
2 — 
ai e 
n>+0 2n° +1 


3) lim arctan (n sin E) 
n—>+00 n 


zn +1 


Solutions : 1) lim 


n>+0 3n + 4 


tel que : f(x)= tan x est continue en = 


2 


: zn +1 T 
lim tan =tan| — 
n—+0 (z + 1) 3 | 


16n° 


2) lim 


16n-3n+1 .. 
© = im 


n—+0 On? +1 n—+0 


3 


A 


2n 


tel que : f(x)=yvx est continue en 8 


2 _ 
lim 16n R -AB -48 
n> A 2n +1 


3) lim arctan (r sin E) 
n—>+%0 n 


n—+00 n 
n — +0 St > 0 


sinf 


lim——=1 donc: lim nsin( +) =1 


t>0 t n—+00 


et la fonction f telque: f(x)=arctan(x) est 


continue en 1 


n—>+00 


donc : lim tan] n sin 
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n 


r . (1 1 
lim nsin| — |=? on pose : t=— 
n 


) = arctan (1) = 


= et la fonction f 


~ =8 et la fonction f 


BIS 


3 


Exercice 29 : calculer les limites suivantes : 


lim 2” ; Jim (2) ; lim (5) 


n—+0 n+0|( 3 n—>+00 


Solutions : lim 2"=+00 car a=2>1 


n—+00 
j 2 
lim 2 =0 Car -l<a=->=<1 
n>+\ 3 3 


(-5) N'a pas de limites car a = —5 < —1 
Exercice 30 : calculer les limites suivantes 
lim (0,7) -Jiii (2) 3 lim (2) : lim (4) 


n—+00 n—+00 n—+00 
ai ; lim pas 7 EUR ae 
n—+0 2 n—+00 (2) 


lim 
n—>+00 (4) 


Solutions : lim (0,7) =0 car -1<a=0,7<1 


lim J2’ =o cara= V2 >1 


n—>+0 


lim (-2)" N'a pas de limites car a =—2 < -1 


n—+00 


E $ 1 
lim (4) = imee lim (2) =0 carmegan 


n—+0 n—+0 (4) n->+0 | 4 

ia a im(ž) =+ car a=—>l 

A n+0\ 4 

lim (3) + 0=+0 car a=3>1let -1<—<1 
TOROA Einf | es E 
n—+0 (2) 12) 2) n+o| 2 


: . , 1 
Exercice 31 : Soit la fonction f(x)=5*+1 


1. Déterminer le point d’intersection de CF avec la 
droite (A) y = x 

2. Soit la suite (u,) définie par : u, =0et 

Uny = f(u,) 

a) Poser sur l’axe des abscisses les 3 premiers 


termes de la suite (u, ) 
b) Conjecturer la monotonie de la suite (u,) et sa 


limite potentielle. 
3. Montrer que la suite (u, est croissante 


majorée par 2. 

4. Soit la suite définie par : Yn E€ N v,=u,+a 
a) Déterminer «æ pour que la suite (v,) soit 
géométrique. 


b) Déterminer v, puis u, en fonction de n 
c) Déterminer la limite de la suite (u, ) 


Exercice 32 : Soit la suite (u, ) définie par : 


u,=1etu,, = f(u,) où FRE 


1) Etudier les variations de f sur 7 =[0.1] 

et Montrer que f(1)c1 

2) a) Montrer que :(vn € N) u, € 7 =[0,1] 

b) Montrer que la suite (u,) est croissante, puis 
en déduire qu'elle est convergente. 


c) Calculer la limite de la suite (u, ) 


Solution : 1) f (x)= Le 


La fonction f est croissante et continue sur 
1=[0,1] donc : 


TOO OUEN 


2) a) montrons que :(Vn € N) O<u, <1 
e ona: 0<u <1 la ppté est vraie pour n=0 
e supposons que : 0<u,<1 
e montrons que : O<u,,, <1? 

ona: 0<u,<1 donc u,e1=[0.1] 

donc : f (u,)e f(1)=1 donc: u,„ € [0,1] 

donc : 0<u,,, <1 

Conclusion : (vn € N) 0 <u, <1 


l+u, 


Ona: 


SUT 
2 2 


Et puisque : 0<u, <1 alors: u,,,-u, 20 
Donc : la suite (u, ) est croissante 
et puisque : (u, ) majorée par 1 alors : 


(u, ) est convergente. 
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1 
l+u, > au al. j Aa — +) 


c) (u,) est convergente et la limite est solutions 
de l'équation f(x) 


donc: l=f DL 2 -l-1=0 


donc : l= lou => et puisque : O</<1 


donc : lim u, =1 


n—>+00 


Exercices 33 :Soit la suite (u, ) définie par : 


3x +2 
u, =0et = (u ,) OÙ f(x )= a 


1. Etudier les variations de f et déterminer 
f ([0,2)) 
2. a) Montrer que :(Vn € N) u, € 7 =[0,2] 


b) Montrer que la suite (u, ) est croissante, puis 


en déduire qu'elle est convergente. 
c) Calculer la limite de la suite (u, ) 


Exercices 34 :Soit les suites numériques (u, ) 


R Ll 
et (v,)définies par : u, => — 
kok! 
et v, =u, + : 
nxn! 
VneN 


1. Montrer que la suite (4,) est croissante et que 
la suite (v,) est décroissante. 

2. Montrer que (vn € N)( v, > u,) 

3. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont 


convergentes et ont la même limite. 
Exercice35 :Considérons les suites (u,) et (v,) 


définies par : u, =a et v, =b avec 0 < a < b < 2a 


w, u, + y, 
u, y, = ab et Vasi En 2 


1. Montrer que (yn € N)(0 < u, < v,) 
2. En déduire que la suite (4,) est croissante et 


que la suite (v,) est décroissante 


3. a) Montrer (vn € N) v 


n+l 


ui <50, —u,) 


b) En déduire : lim v, -u, 


n—>+00 


Exercice 36: Soit les suites numériques (u,) et 


(v,) définies par : u, = 2e et v, =u, -+ 

Yn e N° 

1) Montrer que la suite (u, ) est croissante et que 
la suite (v,) est décroissante. 


2) calculer : lim v, -u, 


n—>+00 


Solution : 
1) u,a -u, = = 0 donc : (4,) est croissante 
(n+1) 
1 1 
Vasi = y, Uns u, + 
n+l n 
2 1 
kerar e aa 
(n+1) n+l n n(n+1) 


donc : (v,) est décroissante. 
à 4 

2)on a lim v,-u, = lim —=0 
n—+0 n>+2 y 


Exercice37: Soit les suites numériques (u, ) et 


(v,) définies par : u, DE 2/n+1 et 
„=$ 
"AV 


1) Montrer que la suite(u,) est croissante et que 


n Yn eN” 


la suite (v,) est décroissante. 


2) calculer : lim v, -u, 
n—+0 


Solution : 
1) u „_—u = —24n+2 +2Wn+1 
) n+l n = 
n+2-\/n+1 
Uny U, = + 0 


(em) 


donc : (4,) est croissante 
—24n+1+2 

Es ý n 
-(Vn+1-Vh) 

Vaa V, =- a a 

i vVn=1( n+1+Vn) 


donc : (v,) est décroissante. 


n+l y, 


< 0 


2) lim v,-u, = lim =0 


n—+00 n—>+00 


2 
n+1+Vn 
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Exercice38: Soit les suites numériques : (x,) et 


k=1 


(u, ) et (v,) définies par : x et 


* 
u, = Xon et y, = Xon+1 Vn € N 


Montrer que les suites (u,) et (v,) sont 


convergentes et ont la même limite. 
Solution :il suffit de montrer que Les suites (u, ) 


et (v,) sont adjacentes ??? 
1 1 


Ua ZU, = Jon p, = Cn+1ÿ Qn+2Ÿ > 0 
donc : (u, ) est croissante 

1 1 
Vasi Va = Xong T Xon = On n27 <0 
donc : (v,) est décroissante. 
Etona 
lim v, ~u, = = lim l Xoni Xon = lim | =0 


n—+00 n- 


r=» (2n +1) 
alors Les suites (u, ) et (v,) sont adjacentes 


donc convergentes et ont la même limite. 
Exercice39 :Soit la suite (u, ) définie par : u =1 


n 1 
et = ou x) = — 
Un f(u,) f( ) x+1 
1)Etudier les variations de f sur R* 
2) On pose : æ, =u, et 2, =u, VneN 


a) Montrer que la suite (a,) est croissante et que 
la suite (£,) est décroissante 


b) Montrer que : æ, <B, VneN 


1 
3) Montrer que : (vyn € N) 5 u, <1 


4) Montrer que |u,., -u, 22 Vn e N° 
n 
5) calculer :lima, — B, 
1 
Solution :1) f'(x}=-—<0 YxeR* 
(x+1) 


Donc f est décroissante Sur R* 
2)jona:a,=u,,, et B,=u,etu,,=f{u,) VneN 


=(fef)(a,) et Ba =(f ° f2.) 


Donc : Qpa 


Et puisque f est décroissante Sur R* et 


F(R')SR' alors : fof est croissante Sur R' 


a)montrons que : a, <a, +1 et P,a < BP, VneN 


e pour n=0 on a : a =><a, = et b.=Ż< A = 


eon suppose que : a, <a, et Pa SÊ, 


emontrons que : æ, <a, et D, S BB, ? 


ona: a, <a, et Pı S, et puisque fof est 


croissante Sur R° alors : 


(Sof) (Fofana) et (FFB) (FFA) 


Donc: æa < Ap et Braa S Ban 
Donc : æ, < æ, et Ba S P, VneN 

donc : (æ, ) est croissante et la suite (£,) est 
décroissante 

b) Montrons que : a, < £, VneN 

epour n=0 on a : œ -Let B,=1 donc: œ < p, 


eon suppose que : «, < 2, 
e montrons que : æ, < ? 


niL or Atl 


ona: a, <B, et puisque fo f est croissante Sur 


R* alors : (fcf)(a,)<(f°f)(B,) 
donc : a. SB, donc: a, <p, VneN 


1 
3) Montrons que : (vn E N) 5 u, <1 


Puisque : a, <a, < 8, <A, (Vn EN) 


1 
Donc : 2 < Uny < Uan <1 
1 
Donc : 5 a <1 (VnEN) 
l x 
3) Montrons que : u,,-u,|<— YneN 
n 


epour n=1 on a : We, -u|== donc : Per 


1 
1 
eon suppose que : ju, -u,|<— 
n 
1 
e montrons que : |u, -u,,|<—— ? 
n+l 
1 1 


on a: |u, -u 


n+l 
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1 
= u 
(u,a +1) (u, +1) "7 " 
1 1 
Etona:—<u,<1 et —-<u,,, <1 
2 2 
3 3 
Donc : 3 <2 et be: <2 
1 1 2 1 1 2 
Donc : >< <- et < 
2 watt 3 2 u,+1 3 
1 4 
Donc <— et ju, —u,|<— 
(u,a +1)(u, +1) 9 n 
1 4 
Donc m1 TU, S — 
(upa +1) (u, +1) 9n 
1 4 —4 
Etona: se + 0 donc : 
n+1 9n On(n+1) 
SRE 
On n+1 
Donc : |u, — u, 4| < — 
| n+2 n+l n+l 
1 x 
donc : ju, -u,|<—VneN 
n 


5)montrons que la suite (u, ) est convergente 


Et déterminons la limite de la suite (u, ) ?? 


1 x 
Ona:lu,,-u,|<—VneN 
n 
1 + 
donc : lu,,,-u,,|<— Yn E N 
2n 
1 x 
donc : |æ, — p,| < — Yne N 
2n 


s SRE! ; 
et puisque : iu =0 alors : lima,- 2,=0 
n 


Exercice40 :Soit la suite (u, Jop définie par : 


2u, y 
u =1et 4,,1 = z VneN 


9+u 
1<u, < 443 


2)Etudier la monotonie de la suite (u, ) 


1) Montrer que : Yn e N° 


neN* 
Et en déduire sa convergence et sa limite 
Solution : 


2u, * 
On a:u =1et u,n = 7 VneN 
9+u 


n 


1) Montrons que : Yne N* 1<u,<V3 ? 


12x 
9+x 
la fonction f est continue et dérivable sur R 


E E ON touild) 


Soit la fonction f tel que : f (x)= 


CS] (9+ x) 
Le signe de f'(x) est celui de : B -x 
B-r =( A5 -x)( V45 +x) 
Donc : f est croissante sur BMENN 
Et f est décroissante sur 2-3 | et NS : +a] 


Montrons par récurrence que : Yn e N° 


Re NE) 

n=1 u =1 donc: lé es 
supposons que : 1<u, < JB 
montrons que : 1<u,., ARE 
ona: 1<u, <N3 


et puisque : f est croissante sur I A 
on a: f(1)< fn) < (NF) donc 

Ê <u, < A 

donc : 1< u,a ER Yn e N° 


2)Etudions la monotonie de la suite (u,) 


12u, 12 3-u* 
UaU, =U, =U, zol |=u, i 
9+u, 9+u, 9+u, 


n+1 n 
Puisque : 1<u, <4V3 donc : 
O<u, et 3-u; >0 et 9+u+-0 


Donc : u,,,-u, 20 


Donc (u, ka est croissante 


Déduction de sa convergence et sa limite ? 
la suite (u, ) est croissante et puisque (u, ) 


majorée par 4/3 alors :(u,) est convergente. 
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Soit : limu, =} on a donc : 1£/<4V3 


, f 12 
Soit la fonction f tel que : f (x)= ns 
X 


On donc : 


a) f est continue sur 7 [if 


c) (Yn € N)( u,a = f (u,)) 
dju El e) (u,) est convergente 

Alors la limite l de la suite (u, )vérifie l'équation : 
l=f(l)etlel 


121 4 à 
l=f(l)&l= 9+ =12 e l =3 
P 9+1 


donc : !=4/4V3 ou 1=-443 et puisque : el 
donc : lim u, =1= 413 


C’est en forgeant que l’on devient forgeron » Dit un 
proverbe. 
C’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et exercices 


Que l’on devient un mathématicien 


